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Постановка проблеми. Розглянути основні факти теорії напівдосконалих 
кілець та їх сагайдаків, зокрема мінори нетерових бірядних кілець.  
Аналіз досліджень і публікацій. Поняття напівдосконалого кільця ввів 
Басс у 1960 23. Напівдосконалі кільця та їх сагайдаки вивчалися у роботах 1, 
5, 6, 9, 14, 20, 25. 
У роботі [4] розглядаються напівдосконалі бірядні кільця. Тут вказана 
будова спадкових, напівспадкових бірядних кілець та кускових бірядних 
областей. В роботах [7; 10; 13; 16; 17; 21; 22; 29] вивчаються властивості 
нетерових бірядних кілець, та описано їх структуру. 
В роботах [8; 12; 15; 18; 19; 22] вивчаються різні типи багаторядних 
кілець, їх властивості та сагайдаки.  
При вивченні бірядних та багаторядних кілець часто використовується 
метод сагайдаків. Поняття сагайдака скінченновимірної алгебри над полем 
введено П. Габріелем [28]. В. Кириченко переніс це поняття на напівдосконалі 
кільця [3].  
У роботі [1] введено поняття бірядного сагайдака. У роботі [11] введено 
поняття багаторядного сагайдака.  
Мета статті:  привести приклади побудови нетерових напівдосконалих 
кілець за їх сагайдаками. 
Виклад основного матеріалу (результатів) дослідження. 
Означення. Асоціативним кільцем з одиницею називається непорожня 
множина А, на якій задано дві бінарні операції (множення і додавання), 
причому відносно додавання множина утворює абелева групу, а відносно 









для будь - яких елементів 321 a,a,a  з 
множини А. 
Приклади.  
1). Множина Z цілих чисел утворює кільце відносно звичайних операцій 
додавання і множення. 
2). Многочлени від одної змінної над полем К утворюють комутативне 
кільце К[х]. 
3). Мп(D) – множина квадратних матриць порядку п над тілом D, утворює 
кільце відносно звичайних операцій додавання і множення матриць. 
4). Множина цілих комплексних чисел, тобто чисел bia  , де a та b цілі 
числа утворює кільце (кiльце цiлих гаусових чисел). 
Означення. Підгрупа І адитивної групи кільця А називається правим 
(лівим) ідеалом кільця А, якщо для будь-якого елемента іІ і будь-якого 
елемента аА виконується умова іа  І (аі  І).  
Означення. Підгрупа І, яка є одночасно правим і лівим ідеалом кільця, 
називається двостороннім ідеалом кільця А або просто ідеалом. 
Означення. Адитивна абелева група М називається правим А-модулем, 
якщо кожній парі (m,a) , де mМ, а aА співставлений однозначно певний 
елемент mаМ, і при цьому виконуються умови: 
1. m(а1+а2)=mа1+mа2,;   2. (m1+m2)а=m1а+m2а; 
3. m(а1а2)=(ma1)а2;          4. m *1=m; 
для будь-яких m,m1,m2М і будь-яких а,а1,а2А. 
Аналогічно визначається поняття лівого А-модуля. 
Якщо А – поле, то А-модуль є векторним простором. 
Кільце можна розглядати як модуль над собою. Тоді праві (ліві) 
підмодулі кільця – це його праві (ліві) ідеали. 
Означення. Елемент е
2
=еА називається ідемпотентом. 
Означення. Два ідемпотенти е і f називаються ортогональними, якщо 
еf=fе=0. 
Означення. Рівність 1=e1+…+en,, де e1,…,en– ідемпотенти кільця А, 
називається розкладом одиниці кільця А. 











AeAAeA розклад кільця А в пряму суму правих (лівих) ідеалів  eiA  
(Aei). 







.  Отримали розклад кільця А в пряму 
суму абелевих груп eiAej (i,j=1,…,n). Елементи із eiAej позначимо через aij. Тоді 
будь-який елемент aA зручно записувати у вигляді матриці. Кільце А 
зобразиться у вигляді кільця матриць з елементами із Aij=eiAej з звичайними 
операціями додавання і множення матриць: 
























Таке представлення називається двостороннім пірсовським розкладом 
кільця А. 
Означення. Ненульовий модуль М називається простим, якщо у нього 
рівно два підмодулі (він сам і нульовий підмодуль). 
Означення. Кільце називається простим, якщо в ньому немає відмінних 
від нуля двосторонніх ідеалів. 
Означення. Модуль М називається напівпростим, якщо він 
розкладається в пряму суму простих модулів. 
Означення. Кільце А називається напівпростим справа, якщо воно 
напівпросте як правий модуль над собою. 
Означення. Модуль М називається артиновим, якщо кожна непорожня 
множина його підмодулів містить мінімальний елемент. 
Означення. Модуль М називається нетеровим, якщо кожна непорожня 
множина його підмодулів містить максимальний елемент. 
Лема 2 2, 18. Модуль М є нетеровим (артиновим) тоді і лише тоді, 
коли кожен зростаючий (спадаючий) ланцюжок його підмодулів 
стабілізується. 
Означення. Кільце A називається артиновим (нетеровим) справа, якщо 
воно, розглянуте як правий модуль над собою, являється артиновим 
(нетеровим). 
Наприклад, кільце цілих чисел Z - нетерове, але не артинове. 
Лема 3 2, 48. Якщо кільце А нетерове (артинове) справа, то кільця еАе і 
fАf – нетерові, (артинові) справа, fАf - модуль еАf та еАе - модуль fАе – 
скінченнопороджені. Навпаки, якщо ці умови виконуються для деяких 
ідемпотентів е і fА таких, що е+f=1, то кільце А – нетерове (артинове) 
справа. 
Лема 4 2, 48 (Накаяма). Нехай М – скінченнопородженний А-модуль та 
MR=M. Тоді M=0. 
Означення. Радикалом Джекобсона R кільця А називається перетин всіх 
його максимальних правих ідеалів. 
Означення. Кільце А називається локальним, якщо у нього всього один 
максимальний правий ідеал. 
Тоді цей ідеал є радикалом Джекобсона R кільця А, тому у кільця А 
всього один максимальний лівий ідеал. 
Означення. Кільце А називається напівлокальним, якщо факторкільце 
Ā=A/R артинове справа. 
Означення. Ідемпотент еА називається локальним, якщо кільце еАе 
локальне. 
Означення. Ідемпотенти можна піднімати за модулем ідеала І, якщо з 
того, що Iqq 2  (qA), випливає існування ідемпотента e e A
2    такого, що 
e – q I. 
Означення. Напівлокальне кільце А називається напівдосконалим, якщо 
ідемпотенти можна піднімати за модулем радикала Джекобсона R кільця А [23]. 
Означення. Напівдосконале кільце А називається зведеним, якщо 
факторкільце RA/  є прямим добутком тіл. 
Згідно теореми Моріти 29 категорія модулів над довільним 
напівдосконалим кільцем, натурально еквівалентна категорії модулів над 
зведеним кільцем. Тому при розгляді напівдосконалих кілець можна 
обмежитись зведеними кільцями, а це значить, що в розкладі напівдосконалого 
кільця А в пряму суму головних А-модулів немає ізоморфних. Отже, кільце А 
розкладатиметься в пряму суму головних модулів:  sPPA  1 . 
Теорема 1 [5; 6]. Будь-яке напівдосконале кільце А однозначно 
розкладається в скінченний прямий добуток нерозкладних кілець, тобто якщо  
ts CCBBA   11   два таких розклада, то s = t і існує підстановка  
чисел {1, …, s} така, що  Ві = С(і)   (і = 1, …, s). 
Означення. Підмодуль N модуля М називається косуттєвим, якщо з 
рівності N+X=M слідує, що X=M для довільного підмодуля Х модуля М. 
Означення. Модуль P називається проективним, якщо для будь-якого 
ізоморфізму   модуля M на модуль N ( : MN) і для будь-якого 
гомоморфізму  : PN  існує гомоморфізм h: PM такий, що   h.  
Означення. Проективний модуль Р=Р(М) називається проективним 
накриттям модуля М, якщо існує епіморфізм : РМ такий, що Ker  – 
косуттєвий підмодуль в Р. 
Теорема 2 [23] (Басс). Наступні умови рівносильні для кільця А: 
(а) кільце А напівдосконале; 
(б) будь-який циклічний А-модуль має проективне накриття. 
Означення. Нехай А – нетерове справа напівдосконале кільце, R – його 
радикал Джекобсона, Р1, …, Рs – всі попарно неізоморфні проективні 









)( ,     (i,j = 1, …, s ). 
Співставимо модулям  Р1, …, Рs  точки  1, …, s  і з’єднаємо вершину і з 
вершиною j tij стрілками. Отриманий граф називається сагайдаком нетерового 
справа напівдосконалого кільця А і позначається К(A). 
Аналогічно визначається лівий сагайдак К'(A) нетерового зліва 
напівдосконалого кільця А. 
Означення. Сагайдак називається незв’язним, якщо множину його точок 
можна розбити на дві множини, які не перетинаються і між якими немає 
стрілок. 
У противному випадку сагайдак називається зв’язним. 
Означення. Кільце називається нерозкладним, якщо його не можна 
представити у вигляді добутку двох ненульових кілець. 
Теорема 3 [3]. Наступні умови рівносильні для напівдосконалого 
нетерового кільця А: 
(а) А нерозкладне в прямий добуток кілець; 
(б) А/R
2
 нерозкладне в прямий добуток кілець; 
(в) сагайдак кільця А зв'язний. 
Означення. Модуль М називається дистрибутивним, якщо для будь-яких 
підмодулів K, L, N справедлива рівність K ∩ (L + N) = K ∩ L + K ∩ N . 
Зрозуміло, що будь-який підмодуль і будь-який фактормодуль 
дистрибутивного модуля дистрибутивні. 
Означення. Цоколем модуля називається сума всіх мінімальних 
підмодулів цього модуля, тобто сума всіх простих модулів. 
Теорема 4 24. Модуль дистрибутивний тоді і тільки тоді, коли кожен 
його фактормодуль містить у своєму цоколі, з точністю до ізоморфізму, не 
більше одного примірника кожного простого модуля. 
Лема 5 [2, 47]. Мають місце рівності Uiej = 0, ejVi = 0 при i  j  i 
Uiei  =  Ui,    eiVi = Vi (i,j = 1,...,n). 









ei) строго міститься в 
eiRek (ekRei).  
Означення. Модуль М називається ланцюговим, якщо структура його 
підмодулів лінійно впорядкована. 
Означення. Пряма сума ланцюгових модулів називається 
напівланцюговим модулем. 
Означення. Кільце А називається напівланцюговим, якщо воно являється 
напівланцюговим правим і напівланцюговим лівим модулем над собою. 
Означення. Нерозкладний модуль М називається бірядним, якщо він 
(тобто структура його підмодулів) дистрибутивний і містить ланцюгові 
підмодулі К1 і К2  (можливо й рівні нулю) такі, що К1+К2 є M, або найбільший 
власний підмодуль в М, а К1 К2  є нуль або найменший ненульовий підмодуль 
в М [5]. 
Лема 7 [5]. Фактормодуль головного бірядного модуля – бірядний. 
Означення. Напівдосконале кільце А називається бірядним, якщо кожний 
правий і кожний лівий головний А-модуль бірядний [5]. 
Теорема 5 [5]. Факторкільце бірядного справа (зліва) кільця А бірядне 
справа (зліва). Отже, факторкільце бірядного кільця бірядне. 
Теорема 6 [5]. Нехай е – довільний ідемпотент бірядного кільця А. Тоді 
еАе являється бірядним кільцем. 
Теорема 7[5]. Локальне бірядне кільце є ланцюговим. 
Теорема 8 [7]. Нехай А – нетерове бірядне кільце. Тоді з кожної точки 
сагайдака кільця А виходить не більше двох стрілок і в кожну точку сагайдака 
кільця А входить не більше двох стрілок, причому з однієї точки в іншу 
(можливо й співпадаючу з першою) йде не більше однієї стрілки. Навпаки, якщо 
є скінченний граф, який задовольняє вказані умови, то існує бірядне кільце, 
сагайдаком якого є цей граф. 
Твердження 1 [6]. Для нетерових кілець єдиний правий максимальний Аjj - 
підмодуль в Аij співпадає з єдиним лівим максимальним Аii - підмодулем в Аij.  
Лема 8 [6].  Якщо із точки сагайдака нетерового бірядного кільця 
виходить одна стрілка, то головний модуль, що відповідає цій точці – 
ланцюговий. 
Означення. Мінором п-го порядку кільця А називається кільце 
ендоморфізмів В скінченно-породженого проективного А-модуля, який 
розкладається в пряму суму п – нерозкладних модулів [26]. 
Твердження 2. Кожний мінор бірядного кільця є бірядним кільцем. 
Д о в е д е н н я випливає з теореми 6, яка стверджує, що для довільного 
ідемпотента е бірядного кільця А кільце еАе також бірядне. 
Приклад. Знайти мінор нетерового напівдосконалого кільця А, яке має 
сагайдак 𝐾(𝐴): 
Враховуючи теорему 8 даному сагайдаку відповідає мінор 4-го порядку 





























де i  (і = 1,…,4) – дискретно нормоване кільце або однорядне кільце Кете, Aij –
 ланцюговий лівий - модуль і ланцюговий правий j - модуль. Причому на 
радикали Джекобсона іR  кілець і  і бімодулі 𝐴𝑖𝑗 накладені наступні 14 умов: 
Так як кільце 𝐴 – нетерове, то за лемою Накаями циклічний бімодуль 𝐴14 
строго включає в себе підмодуль 𝐴14𝑅4. Крім того, згідно твердження 
1,     𝐴14𝑅4 = 𝑅1𝐴14 .   Оскільки із точки 1 в точку 4 немає стрілки, то 
фактормодуль  
𝐴14
𝐴14𝑅4 + 𝐴12𝐴24 + 𝐴13𝐴34
⁄ = 0, звідки отримаємо: 
𝐴14 =  𝐴12𝐴24 + 𝐴13𝐴34.  
Із точки 1 в точку 3 немає стрілки, отже   
𝐴13
𝑅1𝐴13 + 𝐴12𝐴23 + 𝐴14𝐴43
⁄ =
0 отримаємо 𝐴13 = 𝐴12𝐴23 + 𝐴14𝐴43. Із точки 2 в точку 4 немає стрілки, отже  
𝐴24
𝐴21𝐴14 + 𝑅2𝐴24 + 𝐴23𝐴34
⁄ = 0 і 𝐴24 = 𝐴21𝐴14 + 𝐴23𝐴34. 
Маємо 𝐴13 = 𝐴12𝐴23 + (𝐴12𝐴24 + 𝐴13𝐴34)𝐴43. 
Так як 𝐴12𝐴23 ⊇ (𝐴12𝐴24 + 𝐴13𝐴34)𝐴43, то  
1) 𝐴13 = 𝐴12𝐴23. 
2) 𝐴14 = 𝐴12𝐴23𝐴34. 
3) 𝐴24 = 𝐴23𝐴34. 
Аналогічно, із точки 3 в точку 1 немає стрілки, із точки 3 в точку 2 немає 
стрілки і із точки 4 в точку 2 немає стрілки, отримаємо ще три умови: 
4) 𝐴31 = 𝐴34𝐴41. 
5) 𝐴32 = 𝐴34𝐴41𝐴12. 
6) 𝐴42 = 𝐴41𝐴12. 
В точці 1 немає петлі, тому   
𝑅1
𝑅1
2 + 𝐴12𝐴21 + 𝐴13𝐴31 + 𝐴14𝐴41
⁄ = 0 . 
Тоді, згідно леми Накаями, 𝑅1 = 𝐴12𝐴21 + 𝐴13𝐴31 + 𝐴14𝐴41. Враховуючи 
рівності 1) – 6) отримаємо: 
7) 𝑅1 = 𝐴12𝐴21. 
8) 𝑅2 = 𝐴21𝐴12. 
i
9) 𝑅3 = 𝐴34𝐴43. 
10) 𝑅4 = 𝐴43𝐴34. 
Розглянемо головний модуль Р1 =( 1413121 AAA ). Оскільки з точки 1 
виходить одна стрілка, то він ланцюговий згідно леми 8.  




3⁄ = 𝑢1 + 𝑢2 – сума двох 
простих модулів, що неможливо для ланцюгового модуля. 
Отже маємо:  
11) 𝑅1 = 0 або 𝐴13 = 0.  
Аналогічно, розглянувши головний ланцюговий модуль  








3⁄    отримаємо 
12) 𝑅3 = 0 або 𝐴31 = 0. 














































приводять до умов: 
13) 𝐴24 = 0 або 𝑅4 = 0. 
14) 𝑅2 = 0 або 𝐴42 = 0. 
Висновки та перспективи подальших пошуків у напрямі 
дослідження.  
В роботі розглянуто основні факти теорії напівдосконалих кілець та їх 
сагайдаків. Зокрема розглянуто основні факти теорії бірядних кілець. 
Приведено приклад знаходження вигляду нетерового бірядного кільця, за 
даним його сагайдаком. В перспективі можна розглядати приклади побудови 
мінорів різних порядків нетерових напівдосконалих кілець за їх сагайдаками і 
навпаки будувати сагайдаки нетерових напівдосконалих кілець за їх 
двостороннім пірсовським розкладом.  
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